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Uber die Wechselwirkungen im Fermi-Gas
Polarisationserscheinungen, Correlationsenergie, Elektronenkondensation

Von WILHELM MACKE
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 5a, 192—208 [1950]; eingegangen am 6. Dezember 1949)

Das Verhalten von Elektronen, die sich in einer konstanten positiven Ladungsdichte bewegen
und der Fermi-Statistik geniigen, wird in der vorliegenden Arbeit wellenmechanisch unter-
sucht, wobei das Hauptaugenmerk auf die Wechselwirkungen der Elektronen untereinander
gerichtet ist. Nach zwei vorbereitenden Abschnitten wird im dritten Kapitel die Wechsel-
wirkungsenergie der Elektronen, die sog. Correlationsenergie auf zwei verschiedenen Wegen
errechnet, die zu gleichen Resultaten fiithren. Dabei stellt sich zwischen der Correlationsenergie
des Elektronengases und der Polarisationsenergie in der Theorie der Elektrolyte von Debye
eine weitgehende Analogie heraus. Auch hier polarisieren die Ladungstriger jhre Umgebung,
wiithrend die Polarisation ihrerseits eine ,,Absittigung” des AbstoBungspotentials (von 1/r auf
e—ar/r) bewirkt. Die Resultate sind in Kap. IV zusammengestellt. Das V. Kap. zeigt noch fiir
die Elektronen dieses ,,correlierten” Gases am Rande der Fermi-Kugel ein wesentlich anderes
Verhalten als im Inneren. Sie benehmen sich dabei etwa so, als ob sie, unbeeinflu3t durch die
inneren Elektronen, das gesamte Volumen allein erfiillten, und ihre Wechselwirkung ruft eine
gegenseitige Ordnung auf weite Abstinde hervor, die zu der Vorstellung reizt, daf} diese
Elektronen ihren energetisch giinstigsten Zustand dadurch erreichen, daf3 sie auf Grund der
AbstoBung als ausgedehntes Gitter im Volumen schweben und von den iibrigen nahezu ohne
Wechselwirkung durchspiilt werden, — in vélliger Ubereinstimmung zu den Voraussetzungen,

auf die Heisenberg seine Theorie der Supraleitung griindete.
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bekanntlich dadurch aus, dafB3 in ihnen die Elek-
tronen, welche in den #uBersten Schalen um die
Atomkerne liegen, nur noch sehr lose an den Kern
gebunden sind und sich fast frei durch das Metall
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Metalle zeichnen sich von der iibrigen Materie

bewegen konnen. Diese sogenannten Leitungselek-

tronen werden daher in der modernen Metalltheorie

1

als einzelne fast freie Elektronen behandelt!, deren
jedes sich durch das periodische Potential der Metall-
ionen sowie der mittleren Ladungsdichte der {ibrigen
freien Elektronen bewegt. Mit diesem Modell ge-
lingt es quantenmechanisch relativ einfach, diejenigen
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Erscheinungen zu beschreiben, welche durch das ein-
zelne Elektron und sein Verhalten hervorgerufen
werden.

Wesentliche Schwierigkeiten treten dagegen dort
auf, wo es sich um Phinomene handelt, die erst durch
die feineren Einzelheiten in der Wechselwirkung der
Elektronen hervorgerufen werden, wie etwa das
durch die Coulombsche AbstoBung entstehende gegen-
seitige Ausweichen der Elektronen entgegengesetz-
ten Spins und den damit verbundenen Energie-
gewinn, die Correlationsenergie; oder etwa die Kon-
densation von Leitungselektronen, wie sie in der
Supraleitungstheorie von Heisenber g* angenom-
men wird. Hier treten die Schwierigkeiten des Viel-
korperproblems auf, die sich in der Quantentheorie
dahingehend #uBlern, daB die Gesamtwellenfunktion
von N Teilchen ¥ (Y;...Ty) nicht separierbar ist in

N
Produkte von einzelnen Teilchenfunktionen IT wx (tz).

k=1
Damit kann aber der Begriff der Wellenfunktion eines
Teilchens nur noch mit duBlerster Vorsicht angewandt
werden. An sich stellt schon die Antisymmetrieforde-
rung eine derartige Systemwechselwirkung dar. Ihre
unmittelbaren Folgen, wie Fermi-Statistik, die An-
ordnung der Elektronen im Impulsraum zur Fermi-
Kugel, Nullpunktsenergie und Austauschenergie, sind
aber noch relativ einfach zu erhalten.

Um diese schwierigeren Probleme iiberhaupt mathe-
matisch behandeln zu konnen, sieht man zumeist von
der dort weniger wichtigen Periodizitit des Gitter-
potentials der Ionen ab, indem man in der Modell-
vorstellung ihre Ladung gleichmiBig verschmiert.
Was bleibt, sind N freie Elektronen in einem Volu-
men v, die sich in einer konstanten positiven La-
dungsdichte Ne/v bewegen. Die einzige Material-
konstante, mit der die wirklichen Metalle in dieses
Modell eingehen, ist dann die Dichte des Elektronen-
gases N/v, bzw. der ,Radius des Elektronenvolu-
mens“ 1y, welcher definiert ist durch

471?38 =0v/N. 1)

Das Problem der Berechnung der Correlations-
energie wurde bereits vor lingerer Zeit von E. Wig-
ner®3 angegriffen. Dabei wurden die Elektronen
einer Spinrichtung quantenmechanisch exakt betrach-
tet, wihrend die ,,stérenden“ Elektronen der anderen

2 E.Wigner, F.Seitz, Physic. Rev. 46, 509 [1934]
(Grundlagen zu Anm. 3).

3 E. Wigner, Physic. Rev. 46, 1102 [1934] (Berech-

nung der Correlationsenergie).
41 W.Heisenberg, Z Naturforschg. 2a, 185 [1947].
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Spinrichtung nur als Parameter, als klassische Punkt-
ladungen gewissermaflen, auftraten. Die Rechnung
wurde nur fiir groBe Dichten (Coulomb-Energie klein
gegen Nullpunktsenergie) mittels Variationsverfah-
ren durchgefithrt und auf geringere Dichten extra-
poliert. Wihrend der Energieverlauf Ecorr (N/v) noch
im groBen ganzen richtig herauskommt, ist die be-
rechnete Wahrscheinlichkeitsverteilung, das ,,Aus-
weichloch“, ganz unsicher, wie das in der Natur sol-
cher Variationsverfahren liegt. Zudem sind die Rech-
nungen noch wenig iibersichtlich und so kaum auf
andere Probleme anwendbar. Von W. Heisen-
berg* wurde dann der EinfluB der Coulombschen
AbstoBung quantenmechanisch exakt bis zur zweiten
Niherung gerechnet. Die Storungsenergie divergierte
jedoch fiir die Elektronen an der Oberfliche der
Fermi-Kugel, und es schien im Gegensatz zu Wigner
so, als zeigten die Elektronen der Oberfliche ein
wesentlich anderes Verhalten als diejenigen im Inne-
ren der Kugel.

Es soll nun die Aufgabe dieser Arbeit sein, die
Diskrepanz zwischen der Wignerschen und der
Heisenbergschen Rechnung zu 16sen durch eine ver-
besserte Berechnung der Correlationsenergie, die
quantenmechanisch exakt durchgefiihrt werden und
genauere Auskunft iiber die Impulsabhingigkeit des
»Ausweichlochs“ geben soll. Es wird sich dabei das
Wignersche Resultat im groBBen ganzen wiederholen
bis auf einige feinere Ziige, die die Begriindung fiir
die Heisenbergsche Divergenz liefern, und im tibrigen
148t sich die Rechnung wirklich fiir alle Dichten N/v
durchfiihren.

Dabei wird sich vor allem zeigen, dal das Ab-
stoBungspotential e2?/|t;—7;| je zweier Elektronen
eine Polarisation der Umgebung jedes Elektrons be-
wirkt, indem nimlich die Wahrscheinlichkeit nach-
liBt, in unmittelbarer Nihe ein zweites zu finden.
Die Polarisation wiederum verindert das AbstofBungs-
potential, schneidet es niimlich in der Entfernung ab,
in der das Vorhandensein eines Elektrons durch die
besondere Ladungsfreiheit seiner Umgebung aus-
kompensiert ist. Es sei in diesem Zusammenhang
darauf hingewiesen, da3 in der Debyeschen Theorie
der Elektrolyte die Ionen in einer Fliissigkeit ihre
Umgebung in #hnlicher Weise polarisieren wie hier
die Elektronen. Die Analogie geht sogar so weit, dal3
das durch die Polarisation abgeschirmte Coulomb-
Potential in beiden Fillen die Form (1/r exp (—1/R,)
hat. Die physikalische Bedeutung von R, ist natiir-
lich verschieden. Beriicksichtigt man dieses Verhalten
der Elektronen entsprechend in einer diesbeziiglichen
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Storungsrechnung, so konvergiert sie auch einwand-
frei. Damit scheint zuniichst der Heisenbergschen
Hypothese von der Auszeichnung der Oberflichen-
elektronen und ihrer Kondensation der Boden ent-
zogen zu sein. Es wird sich aber im letzten Kapitel
herausstellen, da3 gerade diese Oberflichenelektronen
doch in einer besonderen, wenn auch ganz anderen
Weise ausgezeichnet sind und eine betriichtliche Nei-
gung zur Kondensation zeigen konnen.

I. Fermi-Gas freier Elektronen (0. und 1. Niherung)

In diesem Kapitel sollen die bereits bekannten
Grundtatsachen des Elektronengasmodells zusammen-
gestellt und dabei gleichzeitig die spiter noch be-
notigten Begriffe entwickelt werden. Dabei kommt
fur das Elektronengas nur eine quantenmechanische
Behandlung in Frage, da bei Anwendung der klassi-
schen Maxwell-Boltzmannschen Statistik die Heisen-
bergsche Ungenauigkeitsrelation

h=aspsx~]2amkT (/N

fur alle normalen Metalle schon bei Temperaturen
T = 10*° C grundsiitzlich nicht mehr erfiillt wire.

Das Gesamtsystem ist daher durch eine Wellen-
funktion

zu beschreiben, die (fiir Elektronen) antisymmetrisch
gegen Koordinatenvertauschungen sein soll. T und ¢
(=1;2) sind die Orts- und Spinkoordinaten. Der
Hamilton-Operator dieses Systems lautet

fir den kinetischen und den potentiellen Anteil, und
die gesuchten Groflen @ und E errechnen sich durch
die Extremalforderung

I (r[;’ H tl))

E — Min - } 3)
l (([:) 4[;) ( /

Das innere Produkt in (3) ist definiert durch

By~ Y [dy..

0;...0N

dey (L. N)*P(1...N).

Die Minimumsforderung in (3) wird u. a. erfiillt durch
alle Losungen des Eigenwertproblems H® = E .
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Zerfillt der Hamilton-Operator in zwei Teile
H = H® + V, von denen der zweite als Stérung an-
gesehen wird, und ist das ungestérte Problem
Hy, = E, "y, durch Angabe aller ¥ und E 0 gelost,
so errechnen sich nach der allgemeinen Schrodinger-
schen Storungstheorie Wellenfunktion @ und Energie
E, (des Grundzustandes) nach den Formeln:

’ ‘7 »|2
E() - F()” ‘701) no g
. F ( ~ 0
E,"—E,
n

v,V .V

i on nm mo

TZ (Enu;_ E) (Emo — Ep%) Toeees
n=Em

tho = Ty ,'l' = L T owwn s (4)
n g n“ E,"
n

Die Striche an den Summationen sollen andeuten,
daf3 die Glieder mit n = 0 und m = 0 auszulassen
sind. Die Vym = (Wn,V¥,) sind als die Matrix-
elemente der Storenergie V definiert. Zunichst wer-
den wir mit diesen Mitteln die nullte und erste Nihe-
rung der Energie des Elektronengases berechnen und
uns erst in den nachfolgenden Kapiteln den héheren
Niherungen zuwenden.

Nullte Niherung, freie Elektronen,
Nullpunktsenergie
=9 AY

Der ungestorte Hamilton-Operator H° =—2n DAY

m ; t
besteht aus N Summanden, die nur von je einer
Koordinate abhiingen. Daher muf3 die Wellenfunktion
separabel sein, d. h. es muf3 ¥ =y,(1) ys(2) ... ywy(N)
gelten. Wir erhalten als Losungen wni"') freie Elek-

tronen vom Impuls P und der Spinrichtung s, = 1;2,

; \
also:u.v”(}\_k) = llu exp( ;i P ‘f,‘.)‘isk ox- Diese Funktionen
sind orthogonal und normiert, haben also die Eigen-
schaft (yu,ym) = Onm, was wir weiterhin bei allen
Wellenfunktionen fordern wollen. Die Lage der
Eigenwerte der ¥, im Impulsraum ist innerhalb ge-
wisser Grenzen beliebig. Sie hingt von der Form des
Volumens v ab. Jedoch muf3 nach den Gesetzen der
Quantenmechanik die mittlere Eigenwertdichte im
Impulsraum dN = ;;:s dp sein.

Die richtige antisymmetrische ungestorte Eigen-
funktion ¥ erhalten wir nun, indem wir alle N! Per-

_mutationen Q der Koordinaten bilden und zu jeder

Permutation Q das Vorzeichen (—1)€ = * 1 hinzu-
fiigen, je nachdem, ob Q sich aus einer geraden oder
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ungeraden Anzahl von Vertauschungen zusammen-
setzt. Jedes Q ist dabei definiert durch Angabe aller
Zahlen Qy, in welche die Zahlen k tberfiihrt wer-
den. In richtiger Normierung, wie man leicht tiber-
priift, lautet die Wellenfunktion

- N,Z( 1) H P (O

k=1
N!

,N Z(—l)onexp( Py Qk> 55,\601\ (5)

k=1

Man iiberzeugt sich sofort, daf3 (¥, %) =1 ist, so-
lange jedes P hiochstens zweimal auftritt, ndmlich fiir
sk = 1 und 2 je einmal, und bei mehr als zweifacher
Besetzung verschwindet. Der Grundzustand ¥, ist
daher gegeben durch einfache Besetzung aller Spin-
richtungen und untersten Impulszustinde Pz, die in
der Kugel |pz| =P liegen. Daraus folgt unmittelbar
der Zusammenhang zwischen Teilchenzahl und Null-
punktsenergie:

1,2 NJ2 P

N\ 2v S8av (PP
N = 1= =Y [ap =

Z | h"‘f P (h*) ©)

Sk Pk 0
L2 N2 . o

Ey" = '/‘O,HO'I'(»)fZZ -
sk

Y22
20§, 3, P .
‘h3f2mdp"5‘N2m @)
0

mit dem Maximalimpuls P als Parameter.

Erste Niherung, Austauschenergie,
Austauschloch

Die Storenergie erster Niherung ist gleich dem
Storoperator V, gemittelt tiber die ungestorte Wellen-
funktion nach (4),

N Nj2
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E)D = Voo = ("'0; Vi) = Z j dry...dr
S

N NI
e? 1 i R
: E , - E (—1°".
- v,—r, v N!
i<<j / QR

.INIexp [ ﬁl Pr (rO;\_
k=1

Ersetzen wir die Permutationen R durch R Q (beide
nacheinander ausgefiihrt), dann bleibt der Ausdruck
bei allen Permutationen Q invariant, da auch V in-
variant ist und die Benennung der Integrations-
variabeln beliebig bleibt. Die Summe 2 liefert dann

rRk)} I T

Q
einfach die identische Permutation Q; = k mit einem
Faktor N!. Die Summe ¥ wird nun vor das Integral

1
gezogen. Fir ihre Summzullden (if) liefern dabei unter
den Permutationen R nur noch jeweils zwei einen
Beitrag: die identische Rj = k und diejenige mit
einer einzigen Vertauschung R; =j; Rj =i und nega-
tivem Vorzeichen, da alle tibrigen Permutationen R
wegen der Orthogonalitit der Teilchenfunktionen ver-
schwinden. Alle Integrationen aufler iiber i und j
werden sogleich durchgefiihrt wie auch die Sum-

mationen ~. Die verbleibenden Integrationen i

0,—0N
und j werden mit 1 und 2 bezeichnet, und es ist:

N
ED — zj drl dl'g I
o T2

Lo m—nll O

NI
l1 r)Si s exp 5

Das erste Glied ist mit ¥ = N2/2 die-mittlere elek-

i<<j
trostatische \’Vechselwirkung der Elektronen unter-

oo drdr

einander, nimlich ] v » und kompensiert sich

gegen die in (2) fortgelassene Wechselwirkung mit
dem Ionenpotential sowie gegen die der Ionen unter-
einander zu Null. Der zweite Term liefert die so-
genannte Austauschenergie, und wir schreiben:

P
N\ e’ [ dr i e*h® o [0 dyidpe
B == 3 e =— ) 5 [ S e ~— S o [
0

= i
P

2201 v [ 4 e 25 2 2 g
- ef'fdhj pedpy In-PLTP2__ F 1 fdpl l} P I g (10

h p1 L — P h p1L P—p

v

471¢%0 Pt 3e?P e?

= ——N —Ne&, =—N-0458 &
h* 2h A - r
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In vollig analoger Weise berechnet sich die Wahrscheinlichkeit, an den Orten ¥, und T, in den Spinvariabeln

a, und o, je ein Elektron zu finden [vgl. insbes. (9)]:

1 ! [
W (r; 12501 62) = Z fdl‘a coadry Pt Wy = PERNE Z {1 — 04, 5, €XP [Tli (v, —») (1‘1—1‘2)”
C3...0N i, 7

1

s [1—0g 5,b ()],

r1r>)~ZW(r1rz,Uloz :*1‘?[1—
2
t‘lrg {NZCXP prl) }7{47}?3 fdpexp( prlo>}

_ 3 smx—?gcosi}2
x3

In der Umgebung eines Elektrons sinkt daher in-
folge der Fermi-Statistik (Antisymmetrie) die Wahr-
scheinlichkeit, in seiner Nihe ein zweites mit glei-
chem Spin anzutreffen, um b (r;—7,), wiihrend in
dieser Niiherung Elektronen entgegengesetzten Spins
noch statistisch unabhiingig sind.

Dimensionen: Durch Einfithrung der Planckschen

Konstante h beim Elektron wird eine Linge ausge-
ne
zeichnet, der Bohrsche Wasserstoffradius ap = el

= 0,5285 A, welcher die GroBenordnung aller Vor-
ginge in der Atomhiillenphysik festlegt. Im Elek-
tronengas tritt aber noch eine zweite Liinge gleicher

GroBenordnung auf, nimlich (v/N)"s, bzw. 1173 oder
das in (1) definierte r5, das durch die Dichte gegeben
ist. Das Verhiltnis beider ist eine dimensionslose

Materialkonstante. Wir verwenden insbesondere:

3 ]
_4me* 2 K 2]‘ 1 1 (0)1"3

hP  a ayP  al 32 ay \N,
, .
/ T T, T
?2,], GRCRYY. . NRAR S )
a ¥V 97 ay ay 3 ay

was sich unmittelbar aus (1) und (6) ergibt. Bei den
meisten Metallen ist 1=~ 1, d. h. ry=~ 1,5 A.

II. Divergenz des Storungsverfahrens
in zweiter Niherung

In zweiter Niherung wird die Energie des Fermi-

Gases nach (4)
' V()n :
_Z E 0 E 0"

n

E@ —

N/2

7

; by 1-2)}

(13)

. P
mitx = — 1rn—7ry .

3

Dabei wollen wir unter den angeregten Zustinden
des Gases ¥, diejenigen mit n; bezeichnen, in denen
genau k Teilchenzustinde auBerhalb der Fermi-
Kugel angeregt sind und die Kugel selbst bis auf
diese k ,,Locher” voll aufgefiillt ist. Die Gesamtheit
aller ny ist daher gegeben durch die Gesamtheit aller
Impulse und Spinrichtungen der angeregten Elek-
tronen:

) / !
- | RPN T R s=1;2 p =P |p' =P.
s sty s)

Dann sind aber die Uberdangselemente

3 [T
6,...0N

i<<j

nur fiir die n, von Null verschieden, da die Sum-
manden von V auch nur je zwei Koordinaten enthal-
ten und bei ihnen sonst verschwindende Faktoren
der Form

de:; exp [ f; (s —p3") 1&} =0 wegenp; =+ ps’

auftreten wiirden. Unter Beriicksichtigung des zu (8)
Gesagten errechnet sich

- e’ dry dr

oo 2 1

. {rﬁsllsl O5, €XP ( )l'i [(o1"—p0) v+ (p2' —p2) 1‘2])

— 0405, Osrs, €XP (;i [(pr/—p1) 1 4 (02" —1p2) Tz])}

. g‘zha 5

' — P+ P — ] (16)

- { ) 5,75, € ? 5 (3SI,S_‘ :SS?,S[ }
(p1 —Pl) (Pll—P2)2

av
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Die o-Funktionen zeigen unmittelbar die Giiltig-
keit der Erhaltungssitze fiir Impuls und Drehimpuls
(Spin). Wir setzen §;" = p; + g und p,’ = P, — § und
erhalten fiir die Ubergangselemente

e,:, he, { ()§1’ 817133__134_ Ss

T e } ’
17)

0 id 55 )

V.=V

on no aTv

Der Energienenner wird
ES—ES =1 L pe—pe— v-f}
n 2 m =

~ w9 (18)
m

und die Summation iiber die Zustinde:

1 v\3
S35 o

mit den Integrationsbereichen

(19)

0,{8:/?.00’ P <P5 ;p2;<P,
p+g =P, lpe—g >P.

Der Faktor 1/4 riihrt daher, daf jeder Zustand in
der Form
N = (Prs, P2s2; Pl si'sm's)

gezihlt wird, in der Fermi-Statistik aber alle Ver-
tauschungen 1—2 oder 1'—2’ keinen neuen Zustand
ergeben. g ist der Ubergangsimpuls, den die Elek-
tronen P; und P, auf Grund ihrer Wechselwirkung
austauschen beim Ubergang in die angeregten Zu-
stinde P," und p,". Die Stérungsenergie 2. Niherung
ist nach dem bisherigen:

E®_ _m (v )3( e h)Z[ dpidpdy
4 \h?)\ av ) i (pr—p2+9)g

0 0

{ 63;’& 65‘2’32 ()Sl/sz 651132 7?-9!3("73_-/3:

- : 51’8y ‘?s_f s,‘,}
gt (b1 —p. + 9)* gm—pm+9)?

Der Faktor vor dem Summenzeichen wird unter

_ Nie,
Verwendung von (6) und (14) gleich — 64.43p5"
~wobei ey = 32e ;1P nach (10) der Betrag der Aus-

tauschenergie pro Elektron ist. Die Spinsummationen
geben

2055, Osyt s, = 45

und der zweite Summand wird mit der Substitution

)
Z‘ss{ 51 (SS;-’Se 68;’ s ds_f s~

—P—P+8) 8, PP, Ron

197

gleich dem ersten. Damit ist zunichst endgiiltig

E@ — N;',FA [ dg dp, dp> -
(

8P ) (m—pt )3

1 1 1
{g" 2 g pPi—p+8)° } - (20)
Wir erhalten also zwei Energieanteile, deren erster
negativ ist und durch das Ausweichen der Elektronen
aller Spinrichtungen hervorgerufen wird. Der zweite
Anteil dagegen ist positiv und entsteht dadurch, daf3
durch das Coulombsche Ausweichen aller Elektronen
das Austauschloch nicht mehr voll zur Wirkung
kommt und damit verkleinert erscheint.

AuswertunginZylinderkoordinaten:

Wegen der Bedingungen |p,| =P, |P,| =P sowie
|, +gl =P und |p,—g| = P verlaufen die Inte-

BN
3 <

Abb. 1.

grationen iiber die P, und P, nur iiber die in Abb. 1
gestrichelt gezeichneten Teile der Fermi-Kugel (fiir
vorgegebenes g). Wihlen wir als Ursprung des
Koordinatensystems die Mitte der beiden Kreise, so
bleiben x und y, die Projektionen von p; und p, auf
die Hauptachse stets positiv, und die Integrationen
werden: '

g2+P |P2—(x—g/2)? 2n
g=2P fd]’.h: f dx f Qd{)fd(]"l,
g2—P 0 0
U A 2x
[dp: :“jjdyof adaéfd(pg;
Prg2 P—(x—g2)"
g=2P fdpr= [ dx i odo [do
P—g/2 0

P—gl2 |PP—(x—g2) 27
+ [ dx [ odo- [dp,
i VP—(x + g/2)? ¢

Jdp: =

P + g/
P

2 V.=
[ dy [ odos [ dp:
) 0

o/9
8/a

P—g2 J—
+ [ dyfodo [dos.
S (21)
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Die iibrigen vorkommenden Grof3en lauten dann in Fiir von 0 und ¢ unabhingige Integranden wird
Zylinderkoordinaten: mit der Deﬁnition
pr—r+9s=gk+y [dm =D"f(®)
P =0+ (x—g/2) Bl
Pe? =0+ (y—g/2) (22) g=2P: D'= [ dx[PP—(x—g/2)]
‘ . P—g/2
21 Py =)o+ (x—g/2)* Vo + (y—g/2)* P—g/2
cos (p1 pe) +2¢ of x dx (23)
1l 1
pip) | 2 (e g=2P: D*= [ dx[PP—(x—g/2)].
J g/2—P
[—(x—g/2) (y — g/2) + 00 cos (1 — @s)}

Als Ergebnis erhalten wir fiir die Energie unter
Einfilhrung der soeben eingefiihrten Abkiirzungen:

[ [ 1 dp, dp:g X Y 1
1 — P2 a—bcos — — 2 __ =D"' D' ——;
CREE ( ) a f (Pi—p:+9)g ity
_ 2’! 2
B }az—b’_“( +y)?+ o? +01) 4 ¢* ¢* lf o dyp L ,g<P, (24
27) pi—pt9?  2P(x+y)
2@
~ oPx+y) swenng < P. wenn wir die Fille g = 2P entsprechend unterschei-

den:

(o]

2P
Nie d 1 1 (d 1 1
E® — A €D BT 3 8 p*pY AL
{ ff) x+y+4PngD(x )+4P (25)
0 2P

Die Auswertung der elementaren, allerdings etwas umstindlichen Integrationen liefert (in Ubereinstim-
mung mit denjenigen Rechnungen von 4, die auch dort durchgefiihrt wurden):

. . 1
<2P PPl = PRp—o—pb,
8 LIS TR
D";{?: gP+x)—[PP—(x+g2)] In(x+ P+ g/2)
—[P—(x—g/2] In(x+P—g/2) +2gx Inx,
| 29 1 ., 8., 16 . ( g?)
L _ Y psgs - pgt— O pig O psn(1— &
DD~ e e —glghit o hil—Fy
' 1 1 P+ g2
Plg—  P'g+——g°|ln— 82
+(Pre—g ngzaog)’"P 22’
X 1Y 1 2 1) 4
—2@m2—1)Pg—(-In2— : 26
D*D 9 (2In2 ) ( n 14)8 (26a)
g=2P D"-1:~§P3,
i | ’ x+ g/2+P
DY - —P(g+2 PP—(x—g2)?] In* " 26b
> (g+2x)+1I (x—g/2) In S (26b)
sy 1 _ 44 o 2 g (1,,_2 )1(1_4p)
DDy 158t s etlge g n gz
+(16 ) g+2P
Speziell fiir kleine g wird 15 —2P
! 1 il Et P
® a = Dt~ ~2g|P—
g<2P D 2g4xdx Pg, e g[ ]
1 8
D’DY— =" (1—In2)Pig*+.... 27
=iy 3( n2) P g+ 27
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Abb. 2. Uberginge und Zustinde des Elektronengases.

Resultate: Aus (27) folgt, daBB der erste Sum-
mand logarithmisch divergiert:

Nie, 8 d
Eiz)z— — (27777 737(1—1112)f ’gg =—...Inco.
0
(28)
Der dritte Summand ergibt genihert
EQ~—Nie, _201112;—11, ~04%~Ne,. (29)

Bei genaueren Rechnungen darf daher der Ein-
flu3 der Austauschwirkung in héherer Niherung nicht
vernachlissigt werden, da er immerhin die Correla-
tionsenergie noch um vielleicht 1/, bis 1/ verringern
konnte (wie sich spiiter auch herausstellen wird). Die
Summanden II und IV sind dagegen klein:

74 +112In2—157*

B = — N, 412002
EQ <1 |E®|

J II1

~—0,04NLig,, (30)

]

und sollen weiterhin vernachlissigt werden. Wir wer-
den uns daher im weiteren bei allen Integrationen
iiber g auf den Bereich 0 = g = 2P beschriinken.

Der tiefere Grund fiir diese Grenze 2P liegt darin,
daB zunichst mit wachsenden g auch die Zahl der an
den Ubergingen beteiligten Elektronen wiichst (siehe
Abb. 1), bis g = 2P wird, dann aber konstant gleich N
bleibt. Hingegen sinken die Ubergangswahrscheinlich-
keiten fiir groBe g und wachsen die Energie-Nenner
stirker als die Kugelflichen im g-Raum.

ITII. Berechnung der Correlationsenergie

Beriicksichtigung der hheren Nihe-
rungen: Die Divergenz von E in (28) belehrt uns,
dafB3 insbesondere die leicht verschiebbaren Ladungen
an der Oberfliche der Fermi-Kugel durch die weit-
reichende Coulombsche AbstoBung ~ 1/r sehr stark
gestort werden. Nun ist aber diese AbstoBung sicher-
lich effektiv gar nicht so stark wirksam, da sie — wie
bereits in der Einleitung erwiihnt — die Umgebung

eines betrachteten Elektrons polarisiert, d. h. die Wahr-
scheinlichkeit verringert, in seiner Umgebung ein
zweites anzutreffen. Berticksichtigt man daher diese
Polarisation und dazu ihre Riickwirkung auf das Ab-
stoBungspotential (was eben in der zweiten Nihe-
rung allein noch nicht geschieht), so sollte auch die
Correlationsenergie richtig herauskommen und einen
endlichen Energiebeitrag geben.

Die logarithmische Divergenz der zweiten Nihe-
rung ist andererseits eine Folge davon, daf3 lings der
Oberfliche der Fermi-Kugel besetzte und unbesetzte
Zustinde nahezu gleicher Energie miteinander ent-
artet sind. Wir werden deshalb versuchen, in den
hoheren Niherungen wenigstens diejenigen Terme zu
beriicksichtigen, deren Zustinde mindestens ebenfalls
lings einer Fliche divergieren, und sie vor der letzten
Integration geeignet analytisch zusammenzufassen
suchen. Es ist zu erwarten, da3 damit die wesent-
lichen Ziige der Polarisation bereits erfaBt werden.
Der dabei gemachte Fehler liBt sich allerdings schwer
abschiitzen. Er wird vom Verf. an Hand der Ergeb-
nisse (s. S. 203) auf etwa 5% veranschlagt.

Fiir die Stérungsenergie (r + 1). Ordnung betrach-
ten wir den Ausdruck:

E(r+1): (_ 1)”
ViuVoono oo - V,

ony ' nyne n,0

Z (E,’—E) (E,’—E)0 ... (E,’—E

ny...n,

(31)

Vony sei der erste Ubergang aus dem Grundzustand
(s. Abb. 2). Unter den Vj,n, beschrinken wir uns
voraussetzungsgemil3 auf diejenigen, bei denen das
dullere Elektron 1” durch Wechselwirkung mit einem
Inneren ,,2° in sein Loch zuriickspringt, wiihrend das
Innere mit dem gleichen Impuls § nach auB3en springt.
Entsprechendes gilt fiir alle weiteren Uberginge
\% - Die Impulsbedingungen sind dabei

nn,

Py =P, + 8, p=pr—9, i=1,....r

und die Ubergangselemente (unter Vernachlissigung
des Austauschs in diesen hoheren Niherungen) er-
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geben nach (17) E = Min{ (#:HG) | (35)
e h 1 l O, f

V(mx - V"l ot "’Y"rfl”r = n0 - Tv g '
- & (32) H ist der Hamilton-Operator aus (2). Fiir @ machen

Die Fermi-Statistik liefert hier nur einen Faktor 1/2,
da das 2. Glied in V,, fehlt; die Beriicksichtigung da-
fiir, daB3 auch 0’ statt 1" (bzw. 2" usw.) springen kann,
einen Faktor 2" —! und schlieBlich die Summation der
Spinrichtungen einen Faktor 2" 1, so daf3 die Sum-
mationen iiber die Zustinde zu ersetzen sind durch:

1 r+1q—1
2:22 9 (

mit den Integrationsbedingungen

[dg dpo dps ...

lp, <P; |p;, =P; [po+g =P;
p,—¢g =P, i=1,...,r.

Die Resonanznenner der Energie sind dabei
E)—E =~ (p,—p;+ 9
“n; 0 m 0 i ~

und wir erhalten mit Umformungen entsprechend (20)

E(r—%—l), flass 1) 227—1 » r(ivr\ero(@ h’r‘)rJ—l

h3) TV
7 di dpodp.dp....dp,
gt p,—p +9g...(p,—p +9g
N i N dq [ dp() {_ L P dpl B }r
“opt Jaag) a2l gal p—p+9s)
(33)
Addition der EC+ 1) fiir alle r =1 ergibt die Correla-
tionsenergie: -
_ A dg
Ecorr = N feorr — 9 P{ [ 47 a"—’

(34)

/P/’
fdpo ] (Dn 'Pl + )
14

I dp, )
ga) (p—p+984
Dieser Ausdruck konvergiert in der Tat einwandfrei.

Beriicksichtigung der Polarisation:
Ein anderer Weg, die Correlationsenergie zu berech-
nen, besteht darin, die Polarisation in der Umgebung
eines Elektrons von vornherein in Rechnung zu setzen
und ihr Ausmal3 im Sinne eines Ritzschen Verfahrens
durch die Forderung zu bestimmen, daf3 die zugehs-
rige Energie einen Minimalwert haben soll. Hiernach
berechnet sich die Energie aus:

wir einen Ansatz durch gestorte ebene Wellen ¥
nach (4), welche hier aber nicht durch das Coulombsche
AbstofBungspotential ~ 1/r gestort sein sollen, son-
dern durch dasjenige Potential, welches sich doch

effektiv einstellen wird: ein abgeschirmtes Coulomb-
Zz

. \ e? i
Potential u = e
Tii

i<<j

rij

(35a) mit dem Abschirm-

radius Ry =, dessen Wert zunichst noch offen bleibt

und spiiter durch Variation bestimmt werden soll.
Dieser Ansatz durch eine e-Funktion erscheint zu-
niichst reichlich speziell und willkiirlich. Er wird aber
am SchluB3 der Rechnung (S. 201) noch besonders ge-
rechtfertigt werden. Wir rechnen daher erst mit

o = v, —Z

die Energie E () aus und suchen dann gemif (35)
ihr Minimum als Funktion von x auf. Dabei miissen
wir mindestens bis zur dritten Niherung vorgehen;
mathematisch: um tiberhaupt ein echtes Minimum zu
erhalten und nicht wieder E~ —Inoo wie in (28),
und physikalisch: um auch die Riickwirkung der
Polarisation der Ladung auf das Potential noch mit-
zunehmen.

= U, (%) (35b)

E 0 Uno

Wir erhalten hier wegen

- f{??,exp(}‘ gr— 2T =R 1 (g
(3 /i n . I av. x4+ g
fiir die Ubergangselemente an Stelle von (17)
2R | Oy g Oy, s, 5, Os, s
= 0 Nl it o
B e

Die Berechnung von (35) ergibt nach Einsetzen
von :

F I‘ 0 ‘/7 U [ n (l_ U Vll 0 Von UIM
L = Ly + 00 =ty Z E "—FO“

Z U()nV" m Umn
(E 11___ EO“ (Emo_ En“) .

n=Em

(38)

Die ersten beiden Terme bleiben unverindert wie
in Kap. I. Die letzten beiden errechnen sich aus (33)
mit r = 2 und (20), indem wir x nach (36) und (37)
beriicksichtigen, und geben die Correlationsenergie:
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Niey /“_lclcip..dp[ { 2

E 7)== .
con®) =% g o Po—pm+a)8 | g(+g)

+7741 P /P[ o dp }
(2 +g)  (2+g) ga) (p—r+a)3s
(39)

Variieren wir nun im Integranden iiber x oder ein-

facher iiber;—l— , >80 wird E(x) ein Minimum fiir

72 + g
At 2 =,
#+g P—p+8)sl g
d. h.: #? = ’zP f - (40)
a ) Gpo—pi+a)s
und die Correlationsenergie wird dabei
Neg [ dg
Eyprr=E (Z)Min . 2 P ] 44 g
/ P [___ dpl
épi T ('Po —P+ G) ¢} (41)
Ty AR de
Po—Pp.+9)8

in volliger Ubereinstimmung mit (34). In Zylinder-

koordinaten und der in (21) bis (23) definierten
Schreibweise erhalten wir

N 2p /. P Dy 1
N & X
Ecorr - ) PI} [ dg D* g, P o 77!1/—‘ ?
6 2 DZ
g X+ 3z
p=tEp 1 (42)
g x+y

Damit diirfte aber auch die Richtigkeit unserer
Ausgangsvorstellung von dem gegenseitigen Polari-
sationsmechanismus der Elektronen erwiesen sein.
Denn durch die Ubereinstimmung von (34) und (41)
wird der Ansatz (35a) fiir das abgeschirmte Potential
nachtriglich gerechtfertigt. Das Elektron bewirkt also

eine Polarisation seiner Umgebung mit dem Potential-

e-(l — e "Ro) genau wie in der Debyeschen Theorie
r

der Elektrolyte das punktférmige Ion. Lediglich die

physikalische Bedeutung von' R, ist in beiden Fillen

eine verschiedene:

Elektronengas :

1 _ = :]_;.g [7 dp:
Rgas it / R (Pu P + Q) q

Elektrolyt:

1 " 1/'8aNe
Rl_\'t e kT

(ep ist die Dielektrizititskonstante der Fliissigkeit.)
Dann ist die , relative Polarisation“ 7;/R eine dimen-
sionslose GrofBe:

3 5
rS’;l 91 j ,,,,dp;,,
Bewe ¥ / (Po—p:i+8)8
_ e
N l’ , ~l,’ r.s om > (42b)
3

=] 3 1,? e’ (z\z)/= T l I .
Ry, 4 ep \ 0 kT ép T :

Damit ist gezeigt, da3 in beiden Fillen die grund-
sitzliche physikalische Bedeutung die gleiche ist: die
relative Polarisation wichst mit der Grofe der elek-
trischen Krifte e2/rs; und sinkt mit der GroBe der
ungeordneten Bewegung der Ladungstriger, wenn
wir darunter im einen Falle die Nullpunktsenergie
P2/2m und im anderen Falle die Temperaturenergie
kT verstehen wollen. Im iibrigen ist natiirlich das R,
des Elektronengases wesentlich komplizierter, da es
noch auflerdem Funktion vom Impuls P, des betrach-
teten Elektrons und dem Ubergangsimpuls g ist.

Den Einfluf3 der Austauschenergie in hoherer Nihe-
rung (hervorgerufen dadurch, daf3 die Einfliisse von
Austauschloch und Ausweichloch sich nicht ganz addi-
tiv iiberlagern konnen) beriicksichtigen wir nur als
eine KorrekturgréBe, indem wir in den Ubergangs-
elementen (32) die zweithdchsten Potenzen von 1/g
noch mitnehmen, also setzen:

[ e2h? \nt+1/ o?
V¢|annln2-..Vll,o :('7 711 g ) (1 _2(p0_b’7_i_7'8)2)'
(43)
Dieses Glied liefert zur Correlationsenergie noch das
Zusatzglied

v AP oy 1
. Liy [ g +y)?
Jéﬁzﬁ-gpﬁfg-dgm S /_P<x,,,,y1> . (44)
o2 il = Y
g+ g e

welches mit positivem Vorzeichen seinem Betrage
nach nur, wie schon vorher erwihnt, etwa !/, bis 1/,
von Ecor ausmacht, wie eine niherungsweise Aus-
wertung zeigt.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir den Ort ist
fiir zwei freie Elektronen durch (11) gegeben. Unter
Berticksichtigung der Correlation haben wir einen
komplizierteren Verlauf von der Form

410,_, [1—a(rmr)

— g, 6, (b (11 12) —

W (e

Oy 52) =

c(mw)] (45)
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zu erwarten, wobei a das durch die Polarisation hervorgerufene , Ausweichloch® fiir Elektronen aller
Spinrichtungen darstellt und ¢ die Verkleinerung des Austauschlochs wiedergibt. Wir setzen die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit zunichst an als

W(tit2;.0,05) = E fdr:; coodeyd*(1...N)P(1...N)
]
0::---(71\'.

o p o= U Uﬂ + U uG U (46)
Z [\dh dr\ {1];“4& 1[1”__§j n [0 111» . 0 n no} .
L E”u - Euo
Dann sind die gesuchten Korrekturgréfien
U: F* + U,
415._, l[a—dg, 6] —-—Z M. MitF= X [du..dy B0, (47)
‘n 0 Gs.- -GN

i

Weiter setzen wir gemil (18), (19), (37) und (40)

;Ej L ::751 Uno 7;237n ( c)*(efif) [ da dp: dp: {éss Ossy _ Oa s } (48)
E, E,—E, 4RV ao /) i—ptesl 2+g 2+t

n 11 8,8

@

F vereinfacht sich durch ihnliche Uberlegungen wie auf Seite 195 und wird

N!

dr,...dry i ' '
2 [ ]\’ Z (3 5 00, ’SIOR 0 5.0, exp {TL [ps to, TPty —Ppirg —pe X‘Rz]}
OR .
N = =
i . _ ,
. l l exp | Py (er —rRk) Oy, 0, Oy, o, mit p =P, p' =P
k=3
— 1 ) S 6 O [pi/v ro— it — r]) (49)
- 2 N(N_l) s‘ 0(.'0’v0(30exp( P 1+p2 - Pty P2 2/_

Aus der Zusammenfassung von (47), (48) und (49) wird

a=="5 c = 2Re me?v® dﬂ dD1 dP2 Z { ’><“1 s ’)S-:s:' o Osl's_, ().vz’s,” - }
0,0, T N2 117 . (pl —p 4 9) Q ; 7+ g-z %2 4 (P1 — e g)"’

S

—lpnt )| 50

,.il_g(n—re)”.
rl—r)} /dp“ (51)

i
.{o‘,(, by 0,05 0,05, a_,exp“—

Q(rx_rf)};(12, 215 115 21) exp

— (i1 29 12,21) exp |+ ;z(pl_]?g+9>(r1_rf)‘+(lm 915 12 21) exp |—

Die beiden letzten Summanden geben wegen des
NRe-Zeichens den gleichen Beitrag wie die ersten. 9 (ds
Durch die Substitution — (p; — P, + g) — § wird wei- ¢ (v 12) 8 pt / 47
ter der zweite Summand gleich dem ersten, so dal3

exp|

j i ~P dn
schlieBlich mit »* = 2% dp. und nach T [ (Po—P1 T 8)8
TJPm—rptag . = bo—pita
Summation {iber die Spinrichtungen sich die gesuch- . ~ P [ dy:
ten Groflen a und ¢ ergeben als = (Fo—P2+9) 8
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9 dg i dpo
¢ (ry 1) = spt | 4+ SXPl1 g (r1—r2) pes

~P d%‘l
T (po—P1+9)8

(52)

P2

o /‘.P[
(Po—P1+8)* + T ) (Po—¥p2+9) 8

Die Richtigkeit der Rechnung ist leicht kontrollier-
bar mit Riicksicht auf die Beziehung:

A
ECoul + EA + Ecorr + Eém)'r
V2 g2 Ty
Z\ e’ z:fdrldr_ W (2, tas 6,00) .
1 —

IV. Ergebnisse '

Stellen wir die Correlationsenergie nach (34), (41)
oder (42) in der Form Ecorr = —Neay(4) dar, so ist
in den Formeln unmittelbar zu entnehmen, daB fiir y
die Beziehungen gelten:
dy d*y

y»=0, ¥ =0, Y <0,y 7%

Weiter ist y(0) = 0. Jedoch zeigt die Funktion an
der Stelle 1 = 0 kein regulires Verhalten. Fiir kleine 4
wire y (1) = Alnoo. Eine genaue Untersuchung lie-
fert fiir kleine /. eine logarithmische Abhiingigkeit:

@ - ; 2 " 1

fiir 4 < 1 ist y (7)) = 3 (1—In2)7ln e (53a)

Im Grenzfall sehr geringer Dichte 7> 1 ist ein
Vergleich mit einfachen klassischen Rechnungen mog-
lich, da die kinetische Energie mit 1/42, die Wechsel-
wirkungsenergie jedoch nur mit 1/4 klein wird. Der
glinstigste Zustand der N Elektronen aber diirfte
eine gitterartige Anordnung der (punktférmigen)
Elektronen sein nach Art eines raumzentrierten kubi-
schen Gitters. Jedes Elektron liegt dabei im Mittel-
punkt einer Kugel 4773/3 = v/N und die Energie-
differenz zwischen diesem Zustande und der ungeord-
neten Verteilung ldBt sich abschitzen durch

w-32([)

Ts

:—Z\'e:félv‘/rdr o8
4

2v T,

dr1 dr,
n—"r

(54)
N = —163 N,
v

Dieser Wert soll mit der Wechselwirkungsenergie

unseres Elektronengases Eyy = N (— ecorr—éa 1 &/2) )

(53)

203
iibereinstimmen im Falle 2 — co. Es ist aber ecorr (00)

= 2 und &) (c0) & 1, 1

— & = & i
corr. 5 corr. 6 Aurld somit

EW:HWA(— 2 —1+ (1))
10

= — 672\'71-/'\:‘

in sehr guter Ubereinstimmung mit dem klassischen
allerdings nur ziemlich roh ge-

—167TN¢, (53)

Resultat, wobei &
schidtzt wurde.

Setzen wir in diesem klassischen Grenzfall die Aus-
tauschwirkung der Coulombschen Wechselwirkung
gleich, s0 ist —ecorr = —ea &2, und die gesamte
Wechselwirkungsenergie folgt unter dieser Voraus-
setzung aus unseren Rechnungen mit

B 160 N,

COI‘!’

Eyw=—2¢.,N = (56)

corr

—167Ns,,

dem gleichen Wert wie vorher also.

Der Gesamtuerlauf von y (1), unter Mitberticksichti-
gung von EA Con ergibt sich durch numerische Auswer-
tung der Integrale in (42) und (44) und ist in Abb. 3
durch die ausgezogene Kurve wiedergegeben. Die ge-
strichelte Kurve ist das Resultat der Wignerschen
Rechnung, und die punktierte Kurve gibt die von
Wigner vermutete Extrapolation wieder, die er unter
Zugrundelegung des Ergebnisses (54) aus der Gitter-
theorie erwartete. Hier jedoch ergibt sich auch der
Grenzfall 4 — oo unmittelbar aus der Rechnung. Be-
schrinkt man sich nun, wie das in der Heisenberg-
schen Rechnung der Fall war, darauf, die zweite

T & YR Y063
I,.
‘0§l‘o‘ /./ 7
[
A s
! y(l)
92
y
A—

. Abb. 3.

Niherung allein zu rechnen, so bestimmt man damit
nur die erste Potenz von y(4), d.h. die Tangente
von y durch den Punkt 2 = 0. Diese verliuft aber
senkrecht, was in der Rechnung — siehe (28) — durch
einen Faktor In oo zum Ausdruck kommt. Damit 16st
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sich die eingangs erwihnte Diskrepanz véllig zwanglos.
Pro Elektron ist die Gesamtenergie endgiiltig im
Elektronengase:

E= E0T AT fcorr

“dom 3 Wrv)
= mﬁd ’f%; {'; Lty (/))} (57)
P .
Fiir y ist dabei in guter Niherung gesetzt:
y().)z%[ln<l+—i>—lf2/_‘]. (58)

Erwihnung verdient noch die strichpunktierte
. Kurve y'(4) in Abb. 3, die durch unmittelbare An-
wendung der Debyeschen Theorie [s.(42a) u. (b)]
gewonnen wurde. Hiernach ist am Ort eines Elek-
trons das durch die Polarisation hervorgerufene Po-
tential Y

e — /R e?
~(1l—e " =,
r ( )Jr:0 Ro

Gegeniiber der statistischen Verteilung bedeutet das
einen Energiegewinn pro Teilchen von €2/2R,, da
hierbei jedes Elektron einmal als Punktladung und
einmal als Polarisation auftritt. Ubertragen wir das
Debyesche 1/R, sinngemif3 durch

kT = P2m, ¢p=1,
so wird:
" rogs e‘l ""-8.732 87/P 3
=,y (£) = —1/ >t e (, )
3 2V pam 8 \h,

/

Diese Kurve zeigt einen qualitativ dhnlichen Ver-
lauf wie y (4), ist jedoch um einen Faktor ~ 3 grof3er.
Daf3 die Polarisation aber in der quantenmechani-
schen Rechnung um diesen Faktor niedriger ausfillt,
als man hier klassisch erwarten sollte, hat den ein-
fachen Grund, da3 man dort zur 'Lokalisierung der
Ausweichlocher (der Ungenauigkeitsrelation entspre-
chend) Impuls und damit Energie aufbringen muf,
die also den ganzen Effekt um eben den Faktor 3
verringert.

Der Ausdruck (51) fiir die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit zweier Elektronen ist allgemein nur sehr

\
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schwer auszuwerten. Wir wollen uns speziell fiir den
Fall eines sehr diinnen Elektronengases 2 > 1 interes-
sieren. Dabei werden Zihler und Nenner von (51)
gleich und es wird mit (28)

a(rr)=

9 h . 87112 x
SPG—Ti;fgdgsm ﬁ—D»l
0

2P )
gﬁ 1 g T2
= deol|P2o?_ = o%|gjp 12
spbmf g[ £ 128 }Sm 7
0

2Py i
\4 >

8 P’l’.’ )
21 112/h

Coh e
——332(13—7 ) f x* dxsinx .
12
0

Weiter wollen wir bei der gegenseitigen Beeinflus-
sung der Elektronen uns auf groe Entfernungen be-
schrinken und betrachten aus diesem Grunde nur
die niedrigsten Potenzen von r;5 im Nenner:

— (R/P 112)? 3 cos (2 P s/ 10). (59a)

Die Wabhrscheinlichkeit enthilt somit ein Glied
~ 1/r2, welches auch auf groBe Entfernungen nicht
wesentlich abklingt wegen [dr =4xr2dr und viel-
leicht ausreichen diirfte, um in dem Gas die uns aus
der klassischen Theorie (54) bereits plausible Fern-
ordnung zu induzieren, welche wir hier mit Elek-
tronenkondensation bezeichnen wollen. Nun scheint
zwar nicht viel gewonneh, wenn, wie hier, ein klas-
sisch gesichertes Resultat sich auch quantenmecha-
nisch nachweisen lif3t. Jedoch wird im letzten Ab-
schnitt eine Nutzanwendung aus dieser Rechnung ge-
zogen werden, die der in der Heisenbergschen Supra-
leitungstheorie vermuteten Kondensation der Ober-
flichenelektronen einen neuen Geswhtspunkt liefern
soll.

(59)

x? dx sin x

a(r; r2) —>

V. Zur Frage der Elektronenkondensation an der
Oberfliiche der Fermi-Kugel

Nach den bisherigen Rechnungen hat es den An-
schein, als sei die Oberfliche der Fermi-Kugel iiber-
haupt nicht wesentlich physikalisch ausgezeichnet. Im
Grundzustand (also bei der Temperatur T = 0) ist
die Fermi-Kugel fiir [p| =P voll aufgefillt. Die
Coulombsche Wechselwirkung der Elektronen be-
wirkt dann weiter eine diinne, aber ziemlich
gleichmiBige Besetzung der Zustinde im Bereiche
P = |p|<3P, die oberhalb von 3P dann sehr rasch
nach Null abfillt (s. Abb. 4).
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Abb. 4.

Dazu ist zu sagen, dal} sich dieses Bild ganz spe-
ziell unter der Voraussetzung ergeben hat, daB3 die
Elektronen im ungestorten System als o-Funktionen
im Impulsraum auftreten, d.h. als sehr scharf be-
stimmte Punkte, und demzufolge der Ungenauig-
keitsrelation entsprechend im Ortsraum iiberhaupt
nicht lokalisiert, sondern gleichmiBig iiber das Volu-
men verteilt sind. Diese Tatsache konnte zuniichst un-
wichtig erscheinen, da die ebenen Wellen ja ein voll-
stindiges Funktionensystem bilden und sich demzu-
folge jedes beliebige Wellenpaket aus ithnen aufbauen
lieBe — wenn in der durchgefiihrten Stérungsrech-
nung tatsichlich alle Niherungen exakt berticksichtigt
wiirden. Das aber ist natiirlich nicht der Fall und es
kommt aus diesem Grunde eben doch sehr auf die
verwendeten Ausgangsfunktionen an, insbesondere
wenn es sich darum handelt, ein so empfindliches
Phinomen wie die Elektronenkondensation aufzu-
spiiren, deren Hauptmerkmal eine Ordnung auf weite
Abstiinde ist.

Um nun einen Anhaltspunkt zu gewinnen, wie sich
Elektronen unter dem EinfluB Coulombscher Wechsel-
wirkung benehmen, die im Ortsraum in einem Wellen-
paket lokalisiert sind und im Impulsraum daher ein
endliches Raumgebiet einnehmen, betrachten wir
speziell Elektronenwellenfunktionen, deren Betrag im
Impulsraum (hier mit q bezeichnet) in einem Inter-

vall ¢ <lql=¢ + Aq konstant ist und sonst ver-
schwindet. Es ist dann allgemein

i s
v(q)_{cexpiqéfurq< a =g+ Aq

[o) sonst

(60)

; 1
mit c x ———
V474" 1q

eine solche Wellenfunktion, welche sich nach Trans-
formation in den Ortsraum
q + 4q

p(¥) = dq exp

i
g A(e—s)

q

. |
<420 MM g Lo far 4 s <1 (60a

als kugelsymmetrisches Wellenpaket mit 8 als Zen-
trum herausstellt.

Wir nehmen nun an, daB3 sich ein Elektronengas
unter dem EinfluB Coulombs-her Stérung gemif (35)
im Zustande @ (1. .. N) befindet, und fragen nach der
Wabhrscheinlichkeit, eins der N Elektronen in einem
Wellenpaket vy, zu finden und ein zweites in einem
zweiten Paket v, . Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich
nach allgemeinen Sitzen der Transformationstheorie
einfach zu

Wie = N(V=1) B firdsy| 3 fdudi b N) 1) v @ (61)
6, Oy
Durch Einsetzen von (35b) wird in richtiger Normierung
W (8 62 2) — 5y Wie = 5 [a,—a,— 0, (b,— b))
PR =)= ot T o a4, a, 70, 5,5, 1
N2 ¢ , .
2 Z fd’ﬁ dro'dr; ... dl‘N e (10)® e (12)% py (1) 4 (1) (62)

4 030"

. {’l", (r1...

Wir rechnen zunichst den ungestorten Teil:

. c? ' )
ap— 031 8 by — _ lhf" J dri dvy' dve drs

1) Po (01 x5 1y) _Z j’o @ () Oy

q+ g, ,
f dy da 4):1
q

+ 0, ()° 0, () U,,
E“_FU }

q: + Aq»

, f dae dg2'

q:

4 :SZ)G o, 0

s 21 0y 209

-eXP{; [—a(—&)—q@—&) o (n'—8) +a (r'-’,—g‘-’)]}'Fm-\ (63)
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Hierin ist Foo ihnlich wie F in (49) zu berechnen:
Foo = Z fdru coodry W (.. I‘N) To® (111" 15, .I‘N)

03...0N

1 1 . i : =
- Ni(N —5 5 T {‘5.5-, o, (‘)S: 6,9, 6, 05, 6, exp( ;i ity e, —p —pn]
».s /

roo (64)

1 8 1
1, 22 i2 84 i
1e 21 12 :’1~-<J ’

T
Nun ist Foo in (63) einzusetzen. Nach Summation iiber die Spinvariabeln und Integration iiber alle
Ortskoordinaten wird:
Aq, Ags P
av—0, . by = c2co? [ daiday’ [ dae da’ [ dpudpz {0 (00— 1) 0 (o —12) O (%" — 1) (" — )
1 42 & o i)
- Oz; 2 (g, —p) 0 (2 —p2) 0 (@' — ) 6 () — Pz)} exp { fli [$1 (0 — ') + & (qe — Q:')]} .
Mit o (P) sind hier die kontinuierlichen d-Funktionen gemeint mit den Eigenschaften

o (p) = }3 fdt‘ exp ( fli p r); fdp o (p) — {(]; .

Nach Integration tiber die Impulse wird schlieBlich

a = 0[q1, g: = P],

g i 5 \12 Axy s
b )[ <P]{f dpexp<ﬁp(s.—éz))} )[ ]{f_xdxsinx}‘“’
6 = ¢ > {2 = =0 lowe
PR 4 gt ag gt age %% b 27° % (65)

’ 5 /

8[...] cos (x + i;,)_,_ x sin (x + Azx ” — Ax cos (x — Ax)}z.

Ax
=— T R
{ sin 9

x12 Ax1 X% AXxe

1 qx,q~.»<P

In diesen Ausdriicken bedeutet x — 7 8, —86 L, 0[.]= {
I 0 sonst

Speziell fiir groBe und kleine Abstinde der Wellenpakete gilt

g= P bo— 0. 4x‘sm.-x N 1 ’
Aq X2 AX1 X2 Axe g — 8, ! 3
(65a)
I 7 222 sin?
I<S< il bogo[”.]ix,_xsme ‘ 1 .
q Aq xi2 Axi %2 Axz2 6, — 6, 2
Nunmehr gehen wir an die Berechnung der Storglieder:
—9 I N2 12 C-_x’-' d I d ld 7] I l N [ l Iy 5 N N
ar— 0, b1~ h“' *f_l‘;...(‘(‘N 9 !‘._)f(\]l(qi A% dV." 0 6 0 6,0, 6,0z 6,
i 3 s ] ] S | 1
'exp{ Lt —8) = (h—6) + o' (0 —6) + o (rg’—sg)]} (66)

(]9) , U . 1
. ’ . Fop (it n'nf E R (),
{Z E””— E“” on ( 1 1 ) + E“u__ E 0 on ( 1 1 )I

o
n n

F, » berechnet sich dabei dhnlich wie vorher Fy,. Durch Einfithrung der Ubergangsimpulse erhalten wir weiter
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s s, ! ’333 s’ ésl S5’ (532 s }
2 T .2 a2
#*+ g? 2+ —p2+8)

e h; 1
v®!N(N—1)

20w 2

) {')s, g, Os_, 'S ds[’ 0, 6s._,’ 0,

aTv
exp ( [pr (1 — 1) + 9 (1 —w) —8 (1 — )]

— O i o, Do, Ora, exp ’Pl (—v)+p(tn—1)— (P —p2+9) ("1,—‘1'2')})

(67)
o (i —1) + P2 (o — 1) + (pr— 92+ 8) (n'—n')])

0y g 040, (
+ 9, 6,95, 6, 95,70, 05,1, exp(:l [P (a—1) + 92— 1) —g (1) —r»)})}-
Die vier Glieder der letzten Klammer lassen sich alle durch einfache Substitutionen ineinander iiber-

fithren, welche in (66) den davorstehenden Teil der Formel invariant lassen. Weiter setzen wir genau wie
in allen fritheren entsprechenden Rechnungen wieder:

N 1 v? 1
n S

Nach Integration tiber die restlichen Ortskoordinaten bleibt

a—  =—— ———— [d41 da da: d\’('

'Tb

O(—a+p)d(—a+mo@ —m—a) o —p+9) EXP(;I’ [8: (a

~ dgdpi dp, {
(Pi—p2+9)3

1 O, 2, }
o g + (pr—p2 +9)° 68)

\

—ar) + 82 (e— Q2,)])~

SchlieBlich beséitigen wir noch alle o-Funktionen durch Ausfithrung der q-Integrationen, setzen den

Wert fiir » ein und erhalten endgiiltig

2P / dp.
. 1 da : fdpl (01 —p2+8) 8
$162) = 55 = ey 51— &» = = 69
ap (81 %) 81t Aqi gs® Ags . a2 fiq(“ )]. T g_4_/Pf dps &)
) i—ps+9)g
. 1 g dm a (p—r+9)3
by (8, 8.) = " : $1— 62 [ - - 2 70
(6 %) sql-quq..,-Aq._)fém exp[ 5 (6 >] . p+g)"—’+/'Pf i (70)
L — o . P3
T (Pm—ps+9)8
mit den Integrationsbedingungen:
Pi: pr =P, pi+8 =P, 1= M =q+AqL, g1 = M+8 <q+Aq
Po: e =P, p2—g8 TP, g2= P =@+AG, 2= P2+3 <G+ Aq 71)
Ps3: ps =P, ps—g = P.

Diskussion: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
zweier Elektronen in den betrachteten Wellenpaketen
ist also zunichst einmal konstant und # 0, wenn beide
,Impulsringe® g, und g, der besetzten Fermi-Kugel
wenigstens teilweise angehoren. Auflerdem entsteht
zwischen ihnen im Falle gleicher Spinrichtungen das
Austauschloch by, jedoch nur, wenn sich die Ringe
Aq, und Aq, gegenseitig iiberlappen. Die , Lochtiefe*
ist proportional (4q2)?/A4q, Aq,. Bis dahin entspricht
also alles durchaus den herkémmlichen Vorstellungen.

Interessant hingegen ist a;, das sich bis auf einen
unwesentlichen konstanten Faktor formal kaum von
a(ryY,) aus (51) unterscheidet. Der springende Punkt
liegt in den verschiedenen Integrationsbedingungen
von a und a;. So ist nach (71) a iiberhaupt nur von
Null verschieden, wenn beide Bereiche Aqg, und g,
gleichzeitig teils innerhalb und teils auBerhalb der
Fermi-Kugel liegen.

Wir betrachten nun speziell den Fall, da3 ¢, = g,
=P—APund q, + 4q, = g, + Ag, = P + AP sei,
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die Ringdicke also (s. Abb.5) Aq, =A4qG,=24P <P
ist. Dann liefert die Integration iiber g im wesent-
lichen nur Beitriige im Intervall 0 =g =A4P (vgl
hierzu Abb. 1). In diesem Intervall aber gelten véllig
die gleichen Voraussetzungen wie in (51) bzw. (59)
fiir den ganz speziellen Fall 2 > 1, und wir berechnen
hier wie in (59) und (59a) das Glied aus a;, welches
die Ordnung auf weite Abstinde hervorruft:

A

1 o . 8S12 e 1 3]
8P4Il73;;fgdg ST [Pg 128
0

o1 ( i ,,)QCOS APsip
= 8 P812 h ’

Die wenigen 4N Elektronen also, die sich in dem
schmalen Ringe 2 AP um die Oberfliche herum auf-
halten kénnen, zeigen somit ganz genau das gleiche
Verhalten, als seien sie allein im Volumen, und diirf-

a (51 52) =

(72)

ten daher im Grundzustande auf dieselbe Weise kon-

densieren wie ein sehr diinnes klassisches Elektronen-
gas im Falle 4> 1. Diejenigen Elektronen dagegen,
welche in den inneren Ringen der Kugel liegen, wer-
den von der Coulombschen Wechselwirkung iiber-
haupt nicht mehr beeinfluit.

Natiirlich kann nur eine energetische Untersuchung
exakte Antwort auf die Frage geben, ob und unter
welchen Umstinden es die Elektronen vorziehen, sich
in ebenen Wellen anzuordnen oder Wellenpakete der
soeben besprochenen Art zu bilden. Da die Entschei-

E. TREIBER, HKOREN UND J.SCHURZ

dung hiertiber aber nur von einem sehr kleinen Bruch-
teil der Gesamtenergie abhingen kann, scheint dieser
Weg vom Standpunkte der gegenwirtigen Unter-
suchung ziemlich aussichtslos, zumal die dabei um
eine weitere Potenz wachsenden mathematischen
Schwierigkeiten zu weiteren Vereinfachungen und
Vernachlissigungen zwingen wiirden. Sucht man hin-
gegen vom Experiment aus an diese Frage heranzu-

///I/I//,,

%%,
I II7204, %%,
/ K

&
S

Abb. 5.

treten, so scheint die Existenz der Supraleitung durch-
aus ein Argument fiir eine Ordnung von der zuletzt
beschriebenen Art zu sein.

Sichergestellt hingegen ist aut jeden Fall, daB3 die
Oberfliche der Fermi-Kugel in der Tat eine ausge-
zeichnete Rolle spielt gegeniiber dem Kugelinneren
und daB} einmal vorhandene lokalisierte Elektronen
an dieser Oberfliche durch ihre Coulombsche Wechsel-
wirkung in Ordnungen auf weite Abstinde gezwun-
gen werden.

Hrn. Prof. W. Heisenberg danke ich fiir wertvolle
Anregungen und Unterhaltungen zum Thema.

Beitrag zur Berechnung der Molpolarisation III'
Losungsmittelkonstanten und Ultrarotglieder

Von E. TreiBer, H. Koren und ]. ScHurz
Aus dem Institut fiir theoretische und physikalische Chemie der Universitit Graz
(Z. Naturforschg. 5a, 208—213 [1950]; eingegangen am 30. Januar 1950)

Im folgenden werden in Weiterfithrung der II. Mitteilung die Lésungsmittelkonstanten und
Ultrarotglieder (Atompolarisationen) fiir die wichtigsten Losungsmittel: Benzol, Tetrachlor-
kohlenstoff, Hexan, Heptan, Dioxan und Schwefelkohlenstoff zur Berechnung der Molpolari-
sation und Molrefraktion geldster Stoffe mitgeteilt. AuBerdem wird eine empirische Beziehung
zur Abschiitzung von Ultrarotgliedern unpolarer oder schwach polarer Verbindungen angegeben.

ie in der vorausgegangenen Mitteilung! kurz
bemerkt wurde, kinnen Dipolmomente im all-
gemeinen — unpolares Losungsmittel und nicht zu
starkes Assoziationsbestreben vorausgesetzt — immer

t 1. Mitteilung: E. Treiber u. G. Porod, Mh.

Chem. 80, 481 [1949]; II. Mitteilung: E. Treiber u.
H. Koren, Mh. Chem. 1950 (im Druck).

noch am einfachsten aus der Molpolarisation Pg, be-
rechnet nach der Beziehung von Debye, Clausius
und Mosotti (DCM) und extrapoliert auf unend-
liche Verdiinnung, bestimmt werden. Denn es scheint
doch, daB der Debyesche Wert fiir den g-Faktor des
inneren Feldes von !/; — der streng fiir den Fall der
volligen Unorientierung sowie der hochstméglichen



